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T h e n e t m e a s u r e P r o P e r t i e s o f s ym m e t r i c

C a n t o r s e t s a n d t h e i r a P P l i c a t i o n s 关

F E N G D荀u n (丰德军 )
,

R A O H u i (饶 辉 ) a n d W U J
u n (吴 军 )

( D e p a r tm e n t o f M a t h e m a t i e s ,

W
u h a n U n i v e rs i t y

,

W
u h a n 4 30 0 72

,

Ch in a )

R e e e i v e d A p r i l 1 0
,

1 99 6

A b s t r a e t T h e e q u i v al e n e e b e t w e e n H a u s do r f f m e a s u r e i n d u e e d by n a t u r a l e o v e r i飞
n e t a n d aH

u ds o r f f m e
as

u r e

i n u s u a l m e a n i n g h a s b e e n o b t a in e d fo r o n e
一

di m en s i o n al s y m m e t r i e C a n t o r s e t s
.

sA
a n a p p li e a t i o n , t h e H a u s d o r ff di

m e n s ion
s o f s u e h s e t s a r e d e t e r们 n in e d

.

K ey w o r d s : sy 幻口川n e t ir c C a n ot r se t s ,

ne t n l e a s u代
,

H a u sd o r ff me
a s u r e ,

H a
us d o r ff d i幻n e n is o n

.

L e t 萝 b e a co l le e t io n o f s u b s e t s o f i n t e r v a l E 。 = 〔0
,

1〕 s u e h t h a t fo r a n y x 任 E 。 a n d 。 ) 0
,

t h e r e e x i s t s l 任萝 w i t h x 任 1 a n d 11 1簇
。 ,

w h e r e

11 1 d e
on t e s t h e d i a m e t e : o f 1

.

, 15 C a ll e d a

n e t f o r E o
.

G iv e n E C 〔0
,

1〕 a n d a , 。 > 0
,

d e f i n e

代
,

贰E ) = 叫艺 } “ {

月乡( E )

; E 仁 U毛
,

、 。 二 { 、 {、
·

}
= h m衅

.

只E )
,

￡
~ 0

d im 。
,

武 E ) = i n f {
a > o ; 月乡( E ) = o }

.

月奋( E )

E w i t h

】1 1 e a S U r e

a n d d im 。
,

武 E ) a r e e a l l e d a 一

d im e n s i o n a l H a u s d o r f f m e a s u r e a n d H a u s d o r f f

r e s p e e t t o 犷 r e s p e e t iv e l y
.

If 少e o n s i s t s o f a l l s u b s e t s o f E o ,
t h e n w e j u s t g e t

a n d H a u s
do

r f f d im e n s io n i n u s u a l s e n s e
.

d im e n s io n o f

t h e H a u s d o r ff

N o w le t 乳
,

典 b e t w o n e t s fo r E 。 , a n d E 仁 E T h e n 巩
,

典 a r e e a ll e d e q u i v a le n t f o r E i f

t h e r e e x i s t t w o p o s i t iv e e o n s t a n t s
, c z , c Z , s u e h t h a t f o r a n y o ( a

毛 1
,

c l

钱 ( E ) 镇钱 ( E ) 镇
c Z

娥 ( E )
·

I n t h i s e a s e ,

i t 15 e a s y t o s e e t h a t t h e H a u s d o fr f d im e n s i o n s i n d u e e d r e s P e e t i v e l y b y t h e s e t w o n e t s

fo r E a r e e q u a l
.

W
e h a v e P o in t e d o u t t h a t t h e n e t r e l a t e d t o H a u s

do
r f f m e a s u r e i n u s u a l s e n s e ju s t e o n s i s t s o f

a l l s u b s e t s o f E o
.

T h u s i f w e w a n t t o e a le u l a t e t h e H a u s
do

r f f d im e n s i o n o f E b y t h e d e f i n i t i o n ,

w e m u s t e o n s i d e r a l l p o s s ib l e e o v e r s fo r s e t E
.

B u t i f w e e a n f i n d a w e ll
一 e o n s t r u e t e d s e t e q u i v a l e n t

关 P orj
e e t s u p卯

r t e d 6y t h e N a t i o n a l N a t u r a l S e i e n e e

oF
u n d a t i o n o f C h in a

.
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t o t h e a b o v e n e t
,

d i s e u s s io n s a b o u t

t h e n w e m i g h t s im p l if y t h e e a l e u l a t io n f o r m e a s u r e a n d d im e n s io n
.

F o r m o r e

n e t m e a s u r e ,

p l e a s e r e f e r t o r e f e r e n e e s
[ 1一 4 ]

.

I n t h i s Pa P e r w e d i s e u s s t h e n e t m e a s u r e P r o P e r t ie s o f s y m m e t r i e C a n t o r s e t s
,

t h e H a u s d o r f f

d im e n s io n o f w h i e h
, a s a n a P P li e a t io n , e a n b e d e t e rm i n e d

.

N o w w e b e g i n t o d e f i n e s y m m e t r i e C a n t o r s e t s a s fo l lo w s
.

L e t 刃= }
n *

}
* ) l b e a s e q u e n e e o f p o s i t iv e in t e g e r s a n d l e t 节 = {

c *
} b e a s e q u e n e e o f p o s i t iv e

r e a l n u m b e r s s a t i s f y i n g n *
) 2

,

0 ( c * ( 1 a n d n * c是
镇 1 f o r a l l k

.

N o w w e 。 o n s t r u e t E l f or m E 。
.

E l 15 a u n i o n o f n l e lo s e d s u b i n t e r v a l s o f E 。 s a t i s f y i n g :

( i )

t h e s e n , i n t e r v a ls h a v e t h e s a m e le n g t h c l ; ( 11) t h e g a p s b e t w e e n t h e s e i n t e r v a ls a r e t h e s a

me
;

( 111) t h e le f tm o s t i n t e r v a l h a s t h e s a m e l e f t e n d
一

p o i n t w i t h E o
.

T h e r ig h tm o s t o n e h a s t h e s a m e

r i g h t e n d
一

Po i n t w i t h E o
.

T h e s e n l i n t e r v a l s a r e e a l l e d f u n d a m e n t a l i n t e r v a l s o f o r d e r 1
.

L e t 巩 d e
on t e t h e e o l l e e t io n o f a l l f u n d a

m
e n t a l i n t e r v a ls o f o r d e r 1

.

W
e w i ll d e f i n e E Z ,

E 3 ,

… b y i n d u e t io n
.

N o w a s s u m e t h a t E 。 15 d e f i n e d
, a n d l e t 气 b e t h e e o l l e e t i o n o f a ll f u n d a m e n t a l i n

-

t e r v a ls o f o r d e r k
.

L e t t i n g l 任天 b e a n y f u n d a m e n t a l i n t e r v a l o f o r d e r k
,

w e r e p l a e e E 。 b y l
,

a n d r e p e a t t h e p r o e e s s o f e o n s t r a e t i n g E l for m E 。
.

W
e g e t E * * 1 w h e n 1 r u n s o v e r 萝 ( on t i e i n g

t h · t t h · 1一g t h O f … h f一 d

一
t · l 、n t

一
1 O f 。 · d二 , + 1 15

一 ,` ,一万
。 )

·

F i n a ll v
,

l e t E = 门 E
; a n d e a l l i t a s v m m e t r i e C a n t o r s e t d e t e r m i n e d b y t h e s e口 u e n e e s 尤 节

k ) 0

D e n o t e E 二 E (人 钓
.

S y m m e t r i c C a n t o r s e t s a r e v e r y im p o r t a n t F r a e t a l s e t s , S o m e s p e e i a l t y p e s

o f w h i e h h a d b e e n s t u d i e d b y K a h a n e e t a z
.

[5 ]
,

L e e e t a z
.

[ 6」
,

M oo
r t h y e t a z

.

[ 7 ] a n d H u a s u [ 2 ]
.

T h e H a u s d o r f f d im e n s i o n s o f so m e s p e e i a l e a s e s h a v e b e e n d e t e rm i n e d
.

B u t t h e H a u s d o r f f d im e n -

s io sn o f g e n e r a l e
as

e s hva e
on t b e e n o b t a i n e d u p t o on w

.

I n t h is p a P e r w e w il l so l v e t h i s p r
ob l e m

b y t h e n e t m e a s u r e t e e h n i q u e s
.

1 T h e n e t m e a s u r e P r o P e r t i e s o f s ym m e t r i e C a n t o r s e t s

玫 t 几 ds on et ht
e
co ll e ct ion of all s u b se st of E 。

.

sA we 11 a v e id sc u

双 d a肠v e ,
t he en t r n e a s u r e et hc

-

n iq u e e o n s i s t s i n f i n d i n g a r e la t iv e l y s im p l e n e t w h i e h 15 e q u iv a l e n t t o 凡
.

F or m t h e d e f i n i t io n o f

s y m m e t r i e C a n t o r s e t s
,

w e k n o w t h a t l天 }
。 ) 1 15 a s im p l e a n d n a t u r a l n e t

.

W
e w i l l s h o w t h a t i t 15

e q u i v a l e n t t o 凡 b y u s i n g so m e in t e r m e d i a t e n e t s
.

T h u s i t w i ll b e e a s y t o d e t e r m i n e t h e d im e n s io n s

o f s y m m e t r i e
.

C a n t o r s e t s
.

N o w w e g i v e so m e d e f i n i t io n s a n d n o t a t i o n s a s fo l lo w s
.

L e t

传 I
v 、

} b e a s e t s e q u e n e e ( f i n i t e o r e o u n t a b l e i n f in i t e )
.

L e t A 二 E 。 a n d d e f i n e

A n 丫 = {A n 铸
:
vj ` 叫川丫 lls

二
习 …vj }

` ,

丫十 x -

玲〔 甲

{巧 + x }: 。 。

w h e r e vj + x

t h a t J仁 J }
,

= { y + x : y 任 vfj
.

L e t 雌

o f G ; i s a

= { I
:
I = U l

: ,

I
:

任天
,

1簇 m 镇
n * , a n d 」J 任天

一 1 s u e h
2 = 1

.

e
.

a n y e le m e n t u n i o n o f so m e f u n d a m e n t a l i n t e r v a ls o f o r d e r k w h i e h a r e
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g e n e r a t e d f or m t h e s a m e f u n d a m e n t a l i n t e r v a l o f o r d e r k 一 1
.

L e t 乡 = U 翼
.

k ) 1

L帅 m a 1
.

了了
Ze n e t s 凡 a n d 夕 a r e e g u艺av le n t

.

p 护’O of
.

V O < s
簇 1

,

钱 ( E )蕊玛 ( E ) s i n c e 犷 is a s u b
一 c o l l e c ` i o n o f 凡

·

oS w e o n l y n e e d t o

s h o w t h a t t h e r e e x i s t s c > 0 s u e h t h a t

c

sgH ( E ) 簇 月札( E )
·

( 1 )

L e t 1 b e a n o p e n s u b
一

in t e r v a l o f E o ,

I 门 E 笋必
.

T h e n t h e r e 15 o n l y o n e p o s i t i v e i n t e g e r k

s u e h t h a t 1 e o n t a i n s a t Ie a s t o n e f u n d a m e n t a l i n t e r v a l o f o r d e r k
,

b u t n o f u n d a m e n t a l i n t e r v a l o f

o dr e r k 一 1
.

H e n e e 1 i n t e r s e e t s a t m o s t t w o f u n d a m e n t a l i n t e r v a ls o f o r d e r k 一 1
.

I f 1 i n t e sr e e t s t w o f u n d a m e n t a l i n t e r v a l s o f o r d e r k 一 1
,

w e d e n o t e t h e m b y J z ,

J
Z

.

L e t l -

= J l 门 I
,

I : = J
Z门 1

.

S in e e
{1

1
}
’

成 } I }
` ,

} 12
}
`

毛 } I }
` ,

w e h a v e

, . 。

~ 1
, } , }

, 1 1
一

笋 百灭 I丈` {
+

{2
2

}
`

) ( 2 )

L e t G ( I
:

) b e t h e u n i o n o f f u n d a m e n t a l i n t e r v a ls o f o dr e r k w h i e h i n t e sr e e t l 、
,

i = 1
,

2 T h e n

G ( I、 ) 任雌
,

f u n d a m e n t a l

a n d } G (了、 ) }镇 } J *
} 十 “从

c 、
·

S ǹ C e o n e o ` J , a n d J Z , o r b o `h J , a n d 了2 ,

i n t e r v a l o f o r d e r k
,

w e e a n a s s u m e t h a t 1 1 15 t h e i n t e r v a l
.

5 0

Co n t a l n a

{G ( I , ) !
`

( ( 11
,

卜 2且
。 * )

·

簇 ( 3 j l
,

…): ( 3 )

I f 1 2 e o n t a i n s a lso o n e f u n d a m e n t a l i n t e r v a l o f o r d e r k
,

t h e n b y t h e s a m e a r g u m e n t
,

w e h a v e

J G ( 1 2 ) }
`

簇 ( 3 1 1 : I )
’ .

oS

} , 一、 誓
(一G ( ` 1 , ;

5
+

; G (` 2 ) }
`

)
·

If 1 2 e o n t a i n s n o f u n d a
m

e n t a l i n t e r v a l o f o r d e r k
,

t h e n

…G ( 1 2 ) 】=

且
。 ,
钱 {G ( 1 1 ) 卜

50 b y e q s
.

( 2 ) a n d ( 3 )
,

w e h a v e

} , }
万

、

子
) G (` 1 , }

’

、

令
( }G “

1 ,…
,

+
i G ( ` 2 , }

石

)
·

50 w e a lw a sy h a v e

J1 1
’

)
3
一 `

4
(】G ( 1 1 ) }

`
+

, 。 / , 、 l
、 、 ~ 1

}行 、 里2 ) {
一

) 多 正
( } G ( 1 1 ) 1

`
+

{G ( 1 2 ) }
`

)
.

( 4 )
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e
、 、.产

W5W h e n 1 i n t e r s e e t s o n l y o n e f u n d a m e n t a l in t e r v a l o f o r d e r k 一 1
,

b y s im i l a r d i s e u s s i o n

h a v e

}11
,

) 3
一 `

! G ( 1) 1
’ ,

G ( )I 任 G *
.

B y t h e a bo v e a n a l y s i s
,

w e e a n s e e t h a t l 自 E 仁 ( G ( 1 1 )门 E ) U ( G ( 1 2 )门 E )
, o : ( I门 E 〔

G ( 1) n E )
, a

dn } G ( 1 1 ) }
,

}G ( 12 ) }簇 6 } 11
.

N o w l e t l = } jI } b e a 占
一 e o v e r o f E

.

B y t h e a b o v e d i s e u s s i o n s a n d e q s
.

( 4 )
a n d ( 5 )

,

w e m a y

f i n d a 6占
一 e o v e r 护

`
= { g

`
}任犷

s u e h t h a t

尹 ……
` .1一12

妻llsI

50 le t t i n g c =
1

1 2
w e o b t a in ( 1 )

.

Q
.

E
.

E
.

N o w

o f o r d e r k

a n d l e t

w e e o n s i d e r a f u n d a m e n t a l i n t e r v a l l 任气
一 , , a n d d e n o t e t h e n ;

g e n e r a t e d f r o m 1 b y l 。
,

1 ( I )
,

一 I*
, 。 *

( I ) i n o r d e r
·

L e t m b e a n

f u n d a m e n t a l i n t e r v a ls

i n t e g e r ,

1簇 m ( n ; ,

n * = q m + r ,

0 镇
r < m

,

q 任 N
.

I f r ) 0
,

w e e o n s t r u e t g + 1 s u b s e t s o f 1 a s fo l lo w s
.

L e t
wk

,

m
,

1 ( I ) b e t h e e l o s e d in t e vr a l w h i e h h a s t h e s a m e l e f t e n d p o in t w i t h l ;
,

1 ( I ) a n d t h e

s a m e r i g h t e n d p o i n t w i t h lk
,

m ( I )
.

Wk
,

m
,

1 = U A
.

A 。
气

,

,
,

, 门气

L e t

a n d t h e

诚
,

m
, 。

( I ) b e t h e e lo s e d i n t e r v a l w h i e h h a s t h e s a m e le f t

s a m e r ig h t e n d p o in t w i t h l *
, 。 .

二 ( I )
·

Wk
,

m
, 。 = U

e n d p o i n t w i t h l *
,

( 。 一 1 ) m + , ( I )

A
.

, 。
气

,

,
, 、

n 气

L e t

a n d t h e

讯 m
,

。 十 1 ( I ) b e t h e e l o s e d

r ig h t e n d p o in t w i t h lk

in t e r v a l w h i e h h a s t h e s a m e

S a lT l e

, 。

+m
:

( )I
·

叭
,

m
,

q + 1 一

l e f t e n d p o i n t w it h l *
,

( 。 m + 1 ) ( I )

U A
.

A 。
气

,

,
, 、 + 1门气

P u t 叽
,

。 ( I ) = {Wk
,

,
,

,

}
l < , < 。 + 1 ,

叽
,

。 一 }
v : v 任呱

,

。 ( I )
,

I 任气
一 ,

}
.

W
e s e e’ t h a t叽

,

。 15 a e o v e r e o l le e t io n o f E 走 , a n d f o r a n y k
,

m
,

叽
,

m 任贸

I f r = 0
,

i n t h e s a m e w a y
,

w e e o n s t r u e t g + 1 s u b s e t s o f 1 e x e e p t t h a t t h e l a s t o n e 15 e m p t y
.

L e m m a 2
.

了五e er

a c o ve r c o l l e c t i o n

叽
.

m

ex i s t s c > 0 s u c h t h a t

s u c h t h a t V O < :
簇 1

fo
r a n夕 e o ve r c o l l e c t i o n 丫 (二夕 ) of E

,
t h e er ex i s t s

}州
’

) 。

}}叽
,

m

{15
.

.

L e t

仁 } vj } b e a n a r b i t r a r y e o v e r s u b e o l l e e t io n o f 贸 T h e n w e e a n a s s u m e t h a t 丫 15
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f in i t e s in e e E 15 oc m p a e t
.

A s s u m e t h a t k ; a n d k Z a r e r e s p e e t iv e l y t h e l o w e

rm
o s t na d h ig h e s t o r d e r

o r f u n d a m e n t a l in t e r v a l s e o n t a in e d in t h e s a m e vj
.

{vj
:
vj 任丫 vj e o n t a in s a t l e a s t o n e f u n d a m e n t a l in t e r v a l o f o r d e r k , } ;

{ I
:
I 任凡

, ,
t h e r e e x i s t s on vj 任丫 s u c h t h a t l 仁 vj } ;

utPDI几

D = D 1 U D 2
.

T h e a b o v e d e f i n i t i o n s im p l y t h a t D 15 a c o v e r c o l le c t iQ n o f E * ,
·

oF
r p 任 D

,

le t

{ } 产 }“
I # P ( k l

)
’

“ `力
, ` ’ 一

{
二

Ll} P 门 丫】1
-

i f P 任 D z ,

i f p 任 D Z ,

w h e r e # P ( k l ) d e n o t e s t h e n u m b e r o f f u n d a m e n t a l i n t e r v a ls o f o r d e r k 1 e o n t a i n e d i n P
.

B y t h e

e o n s t r u e t i o n o f 义 w e k n o w t h a t i f v 、任肖 a n d vj 钱D , ,
t h e n vj m u s t b e e o n t a i n e d i n so m e f u n d a -
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